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Abstrak

Dalam artikel ini kami mengkaji nilai dari Fungsi Zeta Riemann untuk bilangan genap
positif menggunakan Bilangan Bernoulli. Di bagian awal kami mengulas sedikit tentang Bilangan
Bernoulli dan Fungsi Zeta. Metode yang dilakukan dalam penelitian ini adalah penelitian studi
pustaka. Dari hasil analisis yang kami lakukan, diperoleh suatu teorema untuk menghitung nilai

Fungi Zeta beserta pembuktian nya.

Kata kunci: Fungsi Zeta Riemann, Bilangan Bernoulli, Polinom Bernoulli

Abstract

In this article, we study about the value of Riemann Zeta Function for even numbers using
Bernoulli number. First, we give some basic theory about Bernoulli number and Riemann Zeta
function. The method that used in this research was literature study. From our analysis, we have a
theorem to evaluate the value of Riemann Zeta function for the even numbers with its proving.
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PENDAHULUAN

Dalam ilmu matematika, dikenal
banyak bilangan khusus yang memiliki
banyak terapan atau aplikasi. Salah satu
bilangan tersebut adalah bilangan
Bernoulli. Bilangan ini ditemukan oleh
Jacob Bernoulii (1654-1705 M), seorang
matematikawan dan fisikawan
berkebangsaan Swiss. Bilangan ini
diperoleh dengan diawali dengan
diperolehnya suatu bentuk polinom yang
disebut Polinom Bernoulli. Bilangan
Bernoulli juga memiliki hubungan dengan
Bilangan  Euler.  (Vassilev, 1987)
Perumuman dari bilangan ini dapat
dilihat pada beberapa artikel (Q.-M. Luo,
2002)

Salah satu manfaat dari ditemukan
Polinom dan Bilangan Bernoulli ini adalah
untuk menghitung nilai Fungsi Zeta, {(s).
Fungsi Zeta ini ditemukan oleh Bernhard

Riemann seorang ilmuwan matematika
asal Jerman pada abad ke 19.

Evaluasi nilai dari Fungsi Zeta
merupakan hal yang menarik untuk
dikaji. Euler dapat memberikan hasil
untuk Fungsi Zeta untuk s = 1. Namun
pada saat itu Euler belum dapat
menemukan nilai dari fungsi Zeta untuk
s = 4. Fungsi Zeta dapat digunakan untuk

menentukan distribusi dari bilangan
prima.
Berdasarkan penelitian yang

terdahulu fungsi Zeta Riemann telah
banyak dilakukan dalam berbagai
penelitian (Alabdulmohsin, 2017; Anton,
20114; Atangana & Noutchie, 2014;
Basile, Joung, Lal, & Li, 2018; Basiuk &
Tarasyuk, 2016; Duong & Lucchini, 2013;
Hasil & Vesely, 2016; K & Raina.R.K, 2014;
Kim & Song, 2018; M & [, 2010; Pan &
Chen, 2011; R. Sita Rama Chandra RAO &
Sarma, 2015; Riguidel, 2018; Wang, Liu, &
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Hou, 2018; Williams, 2015; Wu & Bercu,
2017; Xin, 2016; Xu, 2016; Yildiz, Tunc, &
Kavurmaci, 2014). Namun belum
terdapat penelitian yang mengkaji nilai
dari Fungsi Zeta Riemann untuk bilangan
genap positif menggunakan Bilangan
Bernoulli. Maka, dalam artikel ini
diberikan salah satu cara menentukan
nilai Fungsi Zeta untuk nilai s bilangan
genap yaitu dengan menggunakan
Bilangan Bernoulli. Dengan pendekatan
Bernoulli ini, diyakini dapat
mempercepat proses komputasi
dibandingkan dengan menggunakan cara
biasa atau secara rekursif.

METODE

Penelitian ini merupakan penelitian
studi pustaka dan dilakukan pada
November 2018 sampai Desember 2018.
Tempat penelitian ini adalah di
Perpustakaan Universitas Syiah Kuala
dan Laboratorium Komputasi Numerik.

Dalam penelitian ini diberikan salah
satu cara lain dalam pembuktian
Teorema  yang  disajikan  dengan
menggunakan kajian konsep Polinom
Bernoulli yang ada dalam penlitian
terdahulu (Kelly, W. G, Peterson, 2001)
Bukti lain dari Teorema ini dapat dilihat
pada penelitian oleh Silva (Silva, 2006)

HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum membahas Teorema inti
dalam artikel ini, berikut kami sajikan
beberapa Definisi dan Lema yang relevan
dan berguna dalam memahami konsep
yang ada.

Definisi 3.1 (Polinom Bernulli)

Suatu poinom Bernoulli,
didefinsikan sebagai berikut :

w B (t)

By (1),

tx
Dengan kata lain :f—_lmerupakan fungsi

pembangkit eksponensial untuk barisan
By (t).

Dengan mengekspansi kedua ruas
diperoleh beberapa Polinom Bernoulli
berikut:

1
B,(t) =t ——
(D) =t—3 1
Bz(t)=t2—t+g.

3 1
B(t) =t3 —=t*>+ -t
3(t) > +2

(Kelly, W. G, Peterson, 2001)

Definisi 3.2 (Bilangan Bernoulli)

Bilangan Bernoulli kek, By,
didefinisikan = dengan = mengevaluasi
poinom Bernoulli ke k untuk ¢t = 0, atau

Bk = Bk (0)

Beberapabilangan Bernoulli,
By = By(0) =1,

B, =B,(0)=0 t__1
S 12’
B,=B,(0)=0>-0+—-=—,
2 2(0) + 6= 5
B3 = B3 (0) = O

Definisi 3.3 (Operator Beda)

Operator beda, A, didefinisikansebagai
Ay() =yt +1) —y(0).

Lema 3.1
Bernoulli)
Berikut ini adalah beberapa sifat dari
Polinom Bernoulli:

3.1.aB,(t) = kBy_1(t), k= 1.

(Sifat-sifat Polinom

3.1.b A:B(t) = ktk=1, k>0.
Bukti 3.1.a:
Dengan menurunkan kedua ruas

persamaan (1) terhadap t diperoleh
xzetx B, ()

—1- Kkl
B, 1) , N\ Bi(®
x KX T Kl X
k—O kioo
“k A (®) xkt1 = By () k
k! Kkl
k=0 k=0
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By (1) . " B:@®)

(k—l)!x VT X

Sehlngga Bea® _ Bl® B(t) =

(k=1)! kO
kBj_,(t), k = 1. Terbukti.
Bukti3.1.b

Denganmengambilbedadarikeduaruas
pada persamaan (D),

Bk(t) xet
Be k! = AT
o k=0
Bk(t) X
Z 8= xk == - (et+Dx — tx)
k=0
X

et (e* 1) = xet*

1
Z Ae k!’
k=0

Yang setaradengan

Z A Bk(t) th=1xk

‘ — (k—=1)!
. Bi(t) _ th-1

Sehinggal, == = 1)',A B (t) =

kt*=1, untuk k > 1. ]Jelas pula
bahwaA;B,(t) = 0, jadi A;B(t) =
kt* 1 untuk k > 0.

Definisi 3.4 (Fungsi Zeta Riemann)
Fungsi Zeta Riemann adalah fungsi
yang didefinisikan sebagai berikut:

()= ) —.
n=1

Evaluasi nilai Fungsi Zeta Riemann
untuk s bilangan genap daat diperoleh
dengan melakukan transformasi Polinom
Bernoulli ke dalam bentuk Deret Fourier.
Deret ini dikembangkan oleh Joseph
Fourier dimana menggunakan deret tak
hingga dari fungsi sinus dan kosinus.

Lema 3.2 (Deret Fourier pada Interval

22D

Deret Fourier darifungsif(x) dengan

periode T pada interval [%T,g]
didefinisikan sebagai deret

F(x) = % z cos (2n;rx>
i ; (2nnx>

= %ij(x) cos <2n7rx) dx

dimana

T

dan

= %ij(x) sin <2n7zrx) dx.

2
(Young, 1992)

Lema 3.3 (Beberapa Sifat Deret
Fourier)

Diberikanekspansi FourierF (x) =

Yine=1 y COS (Zn”x) + Yin=1 by sin (znﬂx)
untuk fungsi f(x).Maka berlaku sifat-
sifat berikut:
a. Jika f(x)adalah fungsi ganjil
(f (=x) = —f(x)) maka a, = 0;
b. Jika f(x) adalah fungsi genap
(f(—x) = f(x)) maka b,, = 0;
¢ JoIf @) Pdx = = [77 |F(x)|2dx
(Teorema Parseval).

Pembahasan Fungsi Zeta Riemann
Genap

Teorema 1 (Fungsi Zeta Riemann Genap)
Untuksuatubilanganpositifk berlaku

o 1 (—=1)* 1B, (2m)%*
¢(2k) = 2 nzk ~ 2(212:3!
n=1
Bukti :

DiawalidenganmenyatakanfungsiB; (x) =

X —% pada [—%,ﬂ sebagai Deret Fourier.
Untuk mempermudah misalkan B, ;(x) =
x, jelas bahwa fungsi B;jadalah fungsi
ganjil, sehingga a,, = 0 untukn > 1.
Sementarauntuk?” = 1,a, =

1

l -—
%f_zlf(x) cos(Znnx)dxzi JAxdx = 0.
2 2

Karena f(x)=x adalah fungsi ganjil
maka a,, = 0,n = 1. Selanjutnya
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2 _1)n+1
b, = f xsin(2nmx)x = ————
-1 nm
2
Maka fungsi f(x)=x untuk x€

[— %, ﬂdapat dinyatakan dengan

o —1 n+1
=
n=1

Dengan melakukan translasi dari[—%,ﬂ
ke [0,1],

1=, (=)
xz— - sin nnxz,
n=1

sin(2nmx) .

diperoleh
2‘” (. ( 1)) 1
x = ——sin th(x——) +-=.
et nm 2 2

Sehingga polinom Bernoulli B;(x) dapat
dinyatakan dalam deret Fourier berikut

B;(x) = i %sin (2717'[ (x — %)) .
n=1

Dari Teorema3.l.a dan Teorema Dasar
Kalkulus

zf B;(t)dt = B,(x) — B,(0) =
0

i (_1)n+1 1
- 2(2) (n=1 )z S <2n7t (x — E))
_ ), % cos(—niﬂ)
By(x) = Z n n)+21 cos <2nn (x

)

Dengan mengintegralkan B,(x) dua Kkali
diperoleh

had —1 n+1
B,(x) = (412 z % cos <2n7r (x
n=1

_%))

Jika proses ini kita ulangi terus maka
akan diperoleh polaberikut

By (x)
= 22k (—1)F
1
-3)
Untuk k > 1.

Subtitusikan x =0 ke persamaan (.)
diperoleh

B, (0)
had (_1 n+1

= 2(2k")(—1)k n=1W

© (_1)n+1
W COoSs <2TL7T (x
n=1

cos(—nm)

1
Boi = 2QD(-DM ) oy
n=1

B, (2m)2* ~ 1
(—1)""“—22"((2;)) = Zﬁ = {(2k).

n=1

Terbukti.

ContohAplikasi Teorema 1

Dengan mengetahui nilai B, =%
kita dapat menghitung nilai ;‘{’_1%
seperti berikut
oo 1 2

1 B,(2m)? Am
—=2(2) = (=111 2 _6
znz (@)=0 2(2h 4

n=1
6

Berikut kami sajikan beberapa nilai
Fungsi Zeta genap

k Box

k+1 sz(27T)
((2k)=(-1) 22K
1 1 m?
6 6
2 1 m?
30 360
3 1 m?
42 15120
4 1 T2
30 604800
5 5 m?
66 23950080
SIMPULAN DAN SARAN
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Berdasarkan hasil pembahasan,
Nilai Fungsi Zeta Riemann untuk
bilangan genap dapat ditentukan dengan
menggunakan Bilangan Bernoulli. Hasil
ini disajikan dalam Teorema 1 beserta
bukti nya.

Berdasarkan hasil penelitian, selain untuk
Fungsi Zeta Riemann genap perlu dikaji
juga bagaimana cara menentukan nilai
Fungsi Zeta Riemann ganjil
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